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第一章 函数与极限

习 题 1-1
1.略

2.解：（1）不同.  xf 定义域为： 0x ，而  xg 定义域为 .0x

（2）不同. 对应法则不同：     ., xxgxxf  而

（3）相同.      .11 33 3 xgxxxxxf 

（4）不同.  xf 定义域为 R，  xg 的定义域为 .,
2

Zkkx 


3.解：函数  xy  的图形如图所示；
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4. 证明：（1）    .1,,
1
11

1






 x

xx
xxfy

    .11
1
1

上也单调递增，在上单调递增，，在 


y
x



（2）       .0ln0,ln 上单调递增，在单调递增，，在  xxxxxfy  而

两单调递增函数的和函数也是单调递增的.   .0 上单调递增，在  y

5.【思路探索】由奇偶性的定义，验证     .的关系与 xfxf 

6.略

7.解：（1）因 ;1,1,1 333  xyyxxy 则反函数为所以

（2）因 ；则反函数为所以
x
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
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
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（3）因 ;,,
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 则所求的反函数为所以
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（4）因 ;
2

arcsin
3
13sin2,

2
arcsin

3
1,3sin2 xyxyyxxy  的反函数为则所以

（5）因   ;2,2,2ln1 1  x
y

ey
e
exxy 故反函数为故

（6）因 .
1

log,
1

log
12

2
22 x
xy

y
yxy x

x








 故所求反函数为得

8.解（1）复合函数为：

  .
4
3

3
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3
,

4
1

6
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6
,sin 2

2
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
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



 fyfyxxfy

（2）   ,
2
2

8
2sin

8
,2sin 1 






 








fyxxfy复合函数为：

.1
4

2sin
42 






 








fy

（3）  
    5212,2111

,1
2

2
2

1

2




fyfy
xxfy复合函数为 .

（4）       eefyefyexfy x  1
2

0
1 1,10,2复合函数为：

（5）复合函数为：       2
2

2
1

22 1,1,  efyefyeey xx .

9.解：（1）  2xf 的定义域由 10 2  x 决定，所以  2xf 得定义域为 11  xx .

（2）   1sin0sin  xxf 的定义域由 决定故  xf sin 的

定义域为 Zkkxkx  ,22  .

（3）      axaxaxfaxaxf  110 的定义域为决定，所以的定义域由

（4）    axfaxf  的定义域由 10
10


ax
ax 决定，所以

1）当 时，
2
1

a 上方程组无解，即    axfaxf  的定义域为 .

2）当
2
10  a 时，解得 axa  1 ，即定义域为 axax  1 .
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习 题 1-2

1.解（1）收敛， 0
2
1limlim 

 nnnn
x .

（2）收敛，   011limlim 
 n

x n

nnn
.

（3）收敛， 212limlim
2







 

 n
x

nnn
.

（4）收敛， 1
1

21lim
1
21limlim 















 nn

nx
nnnn

.

（5）发散，n为偶数则  ; nxn n为奇数则   nxn .

（6）收敛， 0lim 
 nn
x .

（7）发散， 
 nn
xlim .

（8）发散，n为偶数则  ;2  nxn n为奇数则   nxn 0 .

2.（1）必要条件；（2）一定发散；（3）不一定收敛，例如数列   n1 有界，但发散.

习 题 1-3

1.解(1)   0lim
2




xf
x

(2)   1lim
1




xf
x

(3)  xf
x 0
lim


不存在，因为      00 ff

2.解（1）错，  xf
x 0
lim


存在与否，与  0f 的值无关

（2）对，因为     000   ff

（3）错，  xf
x 0
lim


=0，其值与  0f 的值无关

（4）错，   01 f ，但   11- f ，故  xf
x 1
lim


不存在

（5）对，因为      11 ff

（6）对.
3. 解（1）对.

（2）对，因为当 1x 时，  xf 无定义

（3）对，因为     000   ff
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（4）错，  xf
x 0
lim


=0，其值与  0f 的值无关

（5）对 （6）对 （7）对

（8）错，因为当 2x 时，  xf 无定义，  2f 不存在.

4.解 ,11limlim)(lim
000


  xxx x

xxf

,11limlim)(lim
000


  xxx x

xxf

1)(lim
0




xf
x

.

而 ，11limlim)(lim,11limlim)(lim
000000


  xxxxxx x

x
x

x
x

x 

由于 0)()(lim)(lim
00


 

xxxx
xx

在，  时的极限不存在.

习 题 1-5

1.解（1）原式=
 
  9

1
9

3lim

5lim

2

2

2 











x

x

x

x

（2）原式=
 
  0

4
0

1lim

3lim
2

3

2

3 








x

x

x

x

（3）原式=
 

   0
1
1lim

11
1lim

1

2

1









 x
x

xx
x

xx

（4）原式=
 

  2
1

23
124lim

2

0





 xx
xxx

x

（5）原式=
    xhx

h
hhx

hh
22lim2lim

00





（6）原式= 20021lim1lim2lim
2


 xx xxx

（7）原式=
  
   2

1
12

11
lim

12
1lim

112
11lim 















x

x
x
x

xx
xx

xxx

（8））原式= 0
131lim

11lim

131

11

lim

42

32

42

32








 







 












xx

xx

xx

xx

x

x

x

（9）原式=
  
   3

2
41
42-lim

4





 xx
xx

x
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（10）原式= 21-2lim11lim
2














 

 xx xx

（11）原式= 2
2
1-2lim

2
11

2
11

lim
n

1

















 n

n

n

（12）原式=
 

2
1

2
1lim

2



 n

nn
n

（13）原式=
5
1312111

5
1lim 






 





 





 

 nnnn

（14）原式=
   1

1
2lim

1
12lim

2131









 xx

x
x
xx

xx

2.解（1）
 

 









 2

23

223

2

2 2
2lim,0

2
2lim

x
xx

xx
x

xx
 .

（2） 





 12
lim,012lim

2

2 x
x

x
x

xx
 .

（3）   
 

12lim,0
12

1lim 3
3

xx
xx xx



3.解（1）
x

x
x

1sin,0lim 2

0
而


 为有界函数，即 01sinlim11sin 2

0


 x
x

x x
， .

（2） x
xx

arctan,01lim 而


 为有界函数 0arctanlim 
 x

x
x

.

习 题 1-6

1.解（1）原式= 




 


1sinlimsinlim

00 x
x

x
x

xx

（2）原式= 313
3
3sinlim

3cos
3lim

3
3sin

3cos
3lim

000


 x
x

xx
x

x xxx

（3）原式=
5
2

5sin
5lim

2
2sinlim

5
2

5sin
5

2
2sinlim

5
2

000


 x
x

x
x

x
x

x
x

xxx

（4）原式= 1
sin

limcoslim
sin

coslim
000


 x

xx
x
xx

xxx

（5）原式= 2sinlim2
sin
sin2lim

0

2

0


 x
x

xx
x

xx
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（6）原式= xx

x

xxx

x

n

n

nn

n

n

n




2

2
sin

limlim

2

2
sin

lim

2.解（1）令 ,0.11
 tx

x
t

t
x 时，则，即

e
t

t tt

t

t

1
11

1lim11lim 







 







 






原式 .

（2）令 2
211lim,0,

2
1,

2
1 e

t
tx

t
x

x
t

t

t







 


原式时，则即

（3）原式= 2
2 11lim11lim11lim e

xxx

x

x

x

x

x

x







 






 






 



（4）令 ,.,  txtxxt 时，则即

k

k

tt

t

t
e

t
t


































 







 

11

1lim11lim
k

原式

习 题 1-7

1.证明：      
 

  ,0
2
1lim

2
lim0lim,02lim

02

32

0

32

0

2

0










 x

xx
xx
xxxxxx

xxxx
且

.2 232 高阶的无穷小为 xxxx 

2.解：     ,02
1

lim
sin
cos1lim0sinlim,0cos1lim

2

2
2

02

2

0

2

0

2

0














 x

x

x
xxx

xxxx
且

  .sincos10 22
高阶的无穷小是比时，当 xxx 

3.解（1）   32

1

3

1
11,31lim

1
1lim xxxx

x
x

xx






与 同阶，不等价；

（2）
 

   2
1

2

1
1

2
11,11

2
1lim

1

1
2
1

lim xxx
x

x

xx







与无穷小 同阶而且等价.

4.解（1）  
2
3

2
3lim,03~3tan

0


 x
xxxx

x
原式 .
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（2）    ,0~sin,0~sin  xxxxxx nn












 .,

,,1
,,0

lim
0 mn

mn
mn

x
x
m

n

x
原式

（3）原式=
2
12lim2

s
2

sin
lim2

s
2

sin2
lim

cos
1lim

sincos
cos1lim

2

2

02

2

02

2

0020














 x

x

xin

x

xin

x

xxx
x

xxxxx

（4）由于 ,
2
1~1sin1

3
1~11,~tan,

2
1~1cos 23 22 xxxxxxxx  及

故原式=
 

   3

2
1

3
1
2
1

lim
1sin111

tan1coslim
2

2

03 20












xx

xx

xx
xx

xx
.

习 题 1-8

1.解：（1）       ,1limlim,12limlim 2

1111


 
xxfxfxf

xxxx

   ,11lim
1

fxf
x




  .1点连续在  xxf

    .20 上连续，在xf

图形如图 1-8所示

（2）      ,1lim1lim
11

fxfxf
xx


 



1 x 点为连续点.

又     ,1lim1limlim
111


 

xfxxf
xxx



    .1,1 点不连续在即间断点为  xxfxfx

      .11 内连续，与，在  xf

图形如图 1-9所示

2.解：（1）     
  21

11




xx
xxxfy ，

    








 2

1limlim2
2
1limlim

2211 x
xxf

x
xxf

xxxx
， .
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1 x 为可去间断点，属第一类间断点； 2x 为无穷间断点，属第二类间断点.

可令














1,2
1,

23
1

2

2

x
x

xx
x

y 则 1xy在 点连续.

（2）   0
tan

lim,1
tan

lim0,0
tan

lim
2

0


 x
x

x
xkk

x
x

kxxkx 
时，当 .

 ...21  ，kkx  为无穷间断点，属第二类间断点；

0x 和  ...210
2

 ，，kkx  为可去间断点，属第一类间断点.

可 补 充 定 义  ...210
0,1

2
,0

0
2

,
tan






















 ，，

且

k
x

kx

xkx
x

x

y 



， 则 此 时

 ...210
2

0  ，，和在 kkxxy  点连续.

（3） 时，当 0x 函数值在 0与 1之间变动无限多次，所以点 0x 为函数
x

y 1cos2

的振荡间断点，属第二类间断点.

（4）     01limlim,23limlim
1111


 
xyxy

xxxx


1 x 为函数的跳跃间断点，属第一类间断点.

习 题 1-9

1.解（1） 55252lim 0
22

0
  xx

xxxx

（2）     12sin2sinlim
4

33

4







（3）     02cos2ln2cos2lnlim
66



 xx

xx

（4）
  

  2
1

11
1111lim11lim

00








 xx
xx

x
x

xx

（5）
  

    2
451

4545lim
1
45lim

11









 xxx
xxxx

x
xx

xx

（6） 








cos2

cos
2

cos2
limsinsinlim 













 x

xx

x
x

xx
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（7）       1
11

2limlim
22

2222
22 









 xxxx
xxxxxxxxxxxx

xx

（8）   3
12

1
3
2

lim
1ln

1
2
11

lim

2

0

3
2

2

0





















 

 xx

x

xx

x

xx

2.解：（1） 1lim 0
1lim1

 


eee xx

x
x

（2） 01lnsinlimlnsinlnlim
00









 x
x

x
x

xx

（3） 2
12

1
2
1

2 11lim11lim11lim e
xxx

x

x

x

x

x

x



















 


















 






 



（4）    
u

tt
x

x u
utxtx

3

u3
1

1

0t

2cot2

0

11lim31limtantan31lim
2







 

 
令令

3

3

u

11lim e
u

u



















 



（5）

 
 

 
 

2
36

31ln
62
13lim

62
13

3
6

2
1 3

6

6
31lim

6
3lim














































































ee
xx

x
x

x xx
x

x
xx

x

x

x

（6）
  
  xxxx

xxxxx
xxx
xx

xx 22

2

020 sinsin1tan1
sintansin1lim

sin1
sin1tan1lim










  
  2

1
cossin
2

sin2
lim

sinsin1tan1
1sec1sin1lim

2

0

2

0









 xxx

x

xxxx
xx

xx

（7）
 

es
e
s

s
e
s

s
eseexs

ex
x

ssex

1lim
1ln

limlnlnlim1lnlim
000s








 









令

（8）
  

  
 

6

3
1
2lim

11

11lim
111
1lim

20
3
1

2

2

03

23

0
















x

xx

x

ee
xx
eee

x

xx

x

xxx

x

3.解：       1limlim,limlim
0000


 

x

xxxx
exfaxaxf ，

要使     ，成为xf 内的连续函数，则应满足：
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      1,010limlim
00


 

aaafxfxf
xx

，即

时，当 1 a     ，为xf 内的连续函数.

总 习 题一

1.解：（1）必要，充分； （2）充分必要.

2.解：       1coslimlim0
2

00
 



x

xx
xxffa

3.解：（1）因为
  16ln3ln2ln13lim12lim232limlim

0000











 xxxx
xf x

x

x

x

xx

xx
，

所以当   xxfx 与时，0 同阶但是非等价无穷小，应选 B.

（2）         1lim0,1lim0
00


 





 xffxff
xx

.

因           Bxfxffff 的跳跃间断点，选是，所以均存在，但、 00000   .

4.解：（1）
 

 









 2

2

12

2

1 1
1lim,0

1
1lim

x
xx

xx
x

xx


（2）原式=
  

2
1

1
lim

1
11lim

2x2

22

x








 xx

x
xx

xxxxx

（3）令 ..
2
12,

2
12







 txtxxt 时，当则

ee
tt

t

t tt
t

t
tt

t

t

t







 






 







 














11ln
2
12lim2

12
2
12

11lim11lim原式

（4）    0
2

~1sec,0~sin
2

 xxxxx

   
2
1/

2
lim0

2
~1secsinsintan 3

3

0

3




xxxxxxxx
x

原式，

（5）







 













 


  x
c

x
b

x
a

x
cbacba

x
cba

x

xxx

x

xxx

x

xxx

x

xxx

x eeee
111lim

3
1

3
3lim3

31ln1lim
3

ln1lim 0000原式 ；

  3ln
3
11e1e1elim

3
1 lnlnln

0

abcee
abcxxx

xcxbxa

x














 





 



（6）     11cos1limcoslim
2

0cos
sin

1cos
1cos

1

0
sin
cos

0
 










ettxt t

t
t

t
t

t
t

t


令原式

（7）令 故时，有当则 ,0,,  taxtaxaxt
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原式=
at

a
t

t
a
t

tt

1lim
1ln

lim
00








 


.

（8）原式 2

2
1lim

20








x

xx
x

5.解：        内连续，在 0,,,0xf 只需讨论   0xxf 在 点的连续性即可.

      axaxf
x

xxf
xxxx


 

2

0000
limlim,01sinlimlim ，

要使   0xxf 在 点连续，应满足：      0limlim
00

fxfxf
xx


 

，

即 0.0,0  aaa

    .0 内连续，在时，当  xfa

6.证明： ,1
1

1...
2

1
1

1
22222














 n

n
nnnnnn

n

而且 ，
1

lim1lim
22 


  n

n
nn

n
nn

11...
1

1lim
22
















 nnnn
由夹逼准则，知： .


